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-- ---- -- - - - -- : -- -----_-- - -- i=I • -z . · --- -- - - · --Lemma :-2.1 
er to o--or-- -t-o_ __ Jm expr_ .. ession 
-
------ --------~~- ---~~---~-------
--------------- - --- ---------~ 
- . ------------=----------------------·------=----- -----111--
--- - --- ' .2: - -
'4~1 tj • ~ 
~-- ------- - --~--=-----~--
' . 
- ---..-.--. 
linearly _ind~~~ndent. __ 
c~ "1t--c--, ~ 4' , . • ., ' ,- .q;.J!f ' •- • • -·-•··-·-_.._,...,. . .,,... ...... '<i; "'.' .... -~- t£UJ ~ 
--_ ...... --;--- ---,----=------ .. 
~ -·-----..-
suppo~e thaii · £:i-i ... ~-~-~- -~-l~~ le·--~ II1ie&(1Y--~~4.~nt --=.--
- 't- • ~ • •• lcl. • ....... 4,ht ~.,,,,.,,,,-~-~ ......... ~~ . ~-~ ...... .. ,. 
... 
------------- aetL ... Then i~fLg gj_ 1~ .. :~ru~i~~rent ~o :an expres&;o~ ~ -_~.~~.-~~-~ c~c ~( 
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' . So we may oontin1.1.e to reduce the number of terms until m 
. 
. we have ei the-~ _ ~ 1- . -iLi or f • ·O or O .-~g ~- ----------~-.- -- ··· -~~---~--------=-~-~-___________ .. 
. ' ' . l=l j ···- j 
. '~ " 
. 
l Theorem 2 .1 The set o_t all equiva1enca ·classes-, de-not-ed--
__ l}y _1. ~~ -~, ~orms a linear space un4e.r -+----and sca-1-ar-- multi~---------------- -
P-roof: The proof i-s --imme-di.ate. 
; 
o-- - . ----·- ,- -- ·--·- -·- ~--~_,.-_._ ... ' ·- ..- ···"'··--·~-- . - _,-.-. . - . . . ------------- -- . - --· -·-. -·· - -=--·---- -Example IDhe. --WOJJd "tene~r" wa'S. chosen- from the following .. __ : . - - --- -· ... --- . ·-·· -.... - -... . - ·------- ___ ,.. __ ··--- -----· _..__ •. , . ._. .. ,...,..,,..,:.. .. 1,.-.-·. -·- . 
..:;.·· - -- --- - --- ~----- _ - ----···~----------------- ------------4· - - ---~ ---- - . -- l - -·· - ,- -- - ---~-----
- - . c-oiis-fderafio1r;·-. --1-f~F £-s -the --tan_gent_y~9tor __ s:pace at a-
point of a differentiable man1f old, then · F _ • F is- ~he 
-
,----=;:-:;:--:_...:· -- ·-···-·-·--· - ~:..-:::-:---. ·-·-
-----~-~-BIJ&ei-:o:r' ao~t'ra~=c~iant- tensors of Grder. 2 at t4e point. 
·-··----------------
trains a.leo ·the oonj·uga.te spac-e o! F and iterated te~s~tt __________ . -----
. 
--
----~---- -- - ·----------·-··-
- -----~-- proauct1f-gives-~ ~@n§ors--0,-~ai.1 orders~-- , (see-~Appe!!41x~) - -_:_t;l 
~-
- --- -- -~ -~--=:~~-:_--~~:::.,,.;:-~~---- ?'.__\".!~ . ··- .... -··--=------·---·-- - _......:_ _____ -- - __ --._ -~-------··· 
---:-=--==--=-=----~---=----'---"-c___.-----Remark-.. 2 .1-- we -may'~fn~croffiimi~--if,-mminu ti>po1eg -~ a-· ti-cc:::.__ 
·--- -----~---------..:.__...- -~----------
-... -- -..;;,.. - -
___ s_i_e~in~ o~-all . t aJi .wit~ 4~~E ! 'iiie .·-.---="~cU:O~pou·--;J-1..-\,1_ !-IJLN-----,,L..I~·····_-··-_--_-·-=······=-··-··=····--~---···~-~ 
' 
. In this topol0:~~-:: · ::":~-...:--,--···· -- ______ .--l........_ -----··-----·-
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,.- - . ----------~=~-'--" 
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--- ~::::~ --- -~:--,~=~·~J;~;, 
- • -- - tol - ~·--:-
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-·- ---- ----------- --------·----== 
Theorem 2.2 Let F • G have base f 1 • s1 + ••• + 
-· If TuI a.nd· .. £v1 ~re.neighborhood system1r ia l!' and. G, respert .... 
. i vely, defining thetr natural topo-logies, then either of 
the following ne-ighbor~~~d-_~T- usi-n&_ -p_-=-_:::Jni~{m-,-n-}_- -:----- __ _ 
(2.la) U. _._ V 
- ·-- . -- .. - -·----··--·-·-·--·
-···-------------·- -





L*(uk • :v1t> . 
'k . ' 
-·-----·· -,----- -------·· 
The mul tiplioa-
' detine·s the natural topoloQ _in F • G. 
tio·n t • g·,:s- contiiiuous · -- -------·------=---··-··- -
Proof: -Let N be a 11atural neighborhoo~--#!--~---~~;-tllat 
--- . .- -----,~-=-=-- .-- ·•- -----~-------·-------·-· '------------.------~------··-·--------- ---------,-· ---- ......... --·-·-·--------- -----__ .. :_,---· ·--- ... --:;- ·:,--·----·.------·:-. 
---~- -'!B;-lf =;,.: lftf Y~±;-b oi: all £ ~_Ji ~ ;\Uth ~l ~ 
2 ~--··-' ~ E __ ., .. 1 ..... ~- -----·------ - - and let ---· .- - (mn) 
-· --- --·-:..··. __ ... 
---------
=~ ·.~-·····~··. --.... ··· ··· ····· ~.-~:?Kt.~_;k ~. V.(~l-~n-=!i?i~~;;~. ·-------·-------
- -····.. . ... t?r. . .. ... .. .. . ······· - . . -
' 
·······-·----·---··--·-------······· 
-----~-~---.. -... _,.-- p· -.~-~ t--. ~"-~"·•_P ------~~-~-,4ta· Ji... --· --- ·-.-~-1.r,~•.1+:JS -•••--'-'-If 
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_.,. - u - -~ -- A -~ c:, ~-~-36:iJ~~:t~ ~- ---~'-"'".;;_:~ ...---; 
----&nd~-tf we UB~_::iUlJ=-fl~tte·-nu~r-r--of Su,.tmn~M~ _ill .tt.~t'!JJ_. --- ...... L---
----- --------
. - - -
. -- ----··. ----;;- . - ; .---
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------------ .. 
··---- -- - ., ---·-------· -
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Hence z;a~j< £2 , andJ~rk~-~k_i_sin N •. Thus it We--
~---,.,-~~-""'=-a=·,---:ec-=n=o=ie ___ by N" a neighborhood of the typ-~ (:2.lb) we se-e--
- --- ---- --- H -
_::__ ------·-------·--- ----·-
Next, g_iven 
·- - .... ~-:---· ----:-··-{, . . '" . 
Then clearly B' = N(U,V) C N~ where N' denotes a neigh-
-- ---------
borhood of the type given in (2.la). 
L.,_......._._ ____ _ t1 . . 
-- ---Ne-n~~-_takec-any WT-=--1f(u~YT and suppose-~--defi:. 
- - - - -
,ake E1 so that 
and set £ a: C ~. __ Rot, t~ke Q.J'. i'~cl'-• G.hc::--:-· · 
= m. U{2 61 ) c;· U ~~ ''"-, .... 
------- -- -~--_ea, Also .. 
·-- - - - -- t 
ne can writ~ ~.. ~ 8.:L~Y1 • ij; Witit=:6~af·j·<"----·--·--
_;__:::__-==-=~======~::::=========-..:m===========m==~~---:.':'.==-=.-:-.:· ___________ ·--------:::-::-.:::::-.:::. _________________ . ····-·\···-----····---~----··-·------· . 
_;_ --- - . ·--··--· ·-.·-----~ --- ----- -· ·-- ------·- -- - m-· .. . : __ ... - - - I 
~-~-~~~':':'';-: ----------------~ .. Ill 
'¥ =: 1ti<t.1f1 • j~fi' &13i3l· " ---------- - -·- - ".+-~ 
' . 
.. 
. , si~c,,e JII.~~ P ancl. ~dfi :t:~ :m.11t2:~J C 14 te-~OW-t11,-t . . - .. 
- .. .. ,( 
...... _I(£} C:: .. l{(lJ~Vl t lt j,a ~f:t'icient ~~··· 1,how tha-C- ·. ~/
1
B.i;ji'"j_ ........ . 
·~--~-· --~ ~=-~i=s ·HI ·vte ) · -- Bri- · --------- - -~,_ -~c-_ ..:.. ·· · ------- · --- --· - - -- -
... _.-:...: ----- ·- ____ ".l __ : ____ -- - ----·-----
----------··-------
- ~--·------.-------·------·--· -
·!L--=<·- . -- ----· ---····----=-=--
·--
ani thus- the .staten.ien-t1 i-s-prov.ed. 
·-·------ --- ...:;· -- -- - ~ .. -,~-~~-~-- -· . - ·-----
-
-~ihe ~®ti-nuity 01~~-t • s··-~s-clear-tl!om-the- Pei11~~-------~-
- - -----
- ~--- t1on---=- -
- --··-····· - ~ -·-···-
-·· ~- -····-· ···--:---::-· ····-········-·········-····· 
-- - --~----··- .. ·--·--
--- -- -- - - - ·--~---- -----~---·-- ··- ---::,-··-
- -- --- ~--~----·-··----.-:-~=1:-\::~,:CJ/)o,: - __ __: --· -~-·--.,,-
~ , · - · · -: ~.r.\_,.r=_2_·~.tr .. - - ----'- --~~ _______ __,_~-------------
·~ - . --·--- ----. ---------- ------- - -
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·----------·-·~------cc-- ~-------·-------- . -
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- -----------·-- ,. .... 
---·--··--··-
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·-- - _____ ::.~-~- . 
0
• c :c . . ---- .-.· - :-c==--~~ ::_- ~ -~=~----=: _--_-_---=·--::·::--=-~-~ :_~.:_-cc._---.. -.· ·-..... ---:-. -.~-~-~~-::--~---::--~-::--::--::·---;;:-~;:-~~-~ ...,~.-~-~. -~--~--;;;-~~-~~~ _;;;;_~-=;;;~-~~-:-~=~_:_~-~~~~-~iUl-~b~-:;--=~=---=-~· -~-~~~-~~-·~~·~·· -~~-.-:~==~~~~~,·,j 
.... ·"::". -~~ .. -- ::_ __ ---- - ------ -----------·--
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;;_.:.._....:;;:;,·-· -----:-::-:'--:--: ~___,__-___ _ . __ :.........---
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----- -----·-----·-~-~=-------·.,. __ . ___ _; _______ _ ------~-~-- --
·--··-""'· .. ·--··· .. ----- . . ... ·-------'--- . --~---·---- _: ____ _ 
.... -------- -
_...,__ -··· ·-·· - -
,._,._._., __ ....:...--·-------
~heorem ·2;3--·--b'oranyl' in ,- • G there are corresponding 
• 
-
-· • f' • . .~--='--r-----
···· -·------siib~~.paces_J{f i_ ___ ~_d: •G{l)- ~-~ and--~w-1-ta ~he--i!ellowing · - --- ~--=-.~-~ . 
·-
---- prope~~ v-he-re----t-s---1r rlpresen~t-1o-n·-~&ii---~.---g-~---f1:rr-i------------
L~l · n I ,.,, \--
· -
-W-Uh_:11 _in Fµ::,· ··and· ~=-~Ul- a-\f~ ~1n- any._ .raprasen_tati_on _____________ _ 
Ltf • gf for i, F(i)C F{:fi, ••• ) , G(f)C G(gi, ••• ) . 
Proof: Suppose-i..- £-q ~.-g:i.·-~L H • g1 , .f 1 in--<F. .~ • 
.. _ .. __ -.~!!--- -~?), :-.~~-.1-=--&l~ -~·If~-~a_Jt*~-- __ -=sat-··~.~~ ~~-~~r~am -e11~~~-!~~~=-- -~- -~~- ~ -
- - ·--·- ·-·-
·· · -· ······- c.cc- ~ ~ iies90=e1r ~1- am ~*i -~ pesa41dy containing-~+- such 




.baS841itJ in P,_frfltn~~1Lft'i} in F2;then all the~ . 
. 
_f's form- a base in Ii'' + F". · By Lemma 2 .l we may write 
_____ .. ,,__._.,-......,: 
____ __..,,---.. ..,.,..--------
. ·--· 
.unittU&l-¥::--·tor=:s·ome -gf, -~· ,- in G*-:---- -------- ------ --- ----- ---~-- .------------------ --- -----
gl + L. f~_. g2 .. L-.0-----·---·-·--·------i-· ~1--· __ __, __ . -·-----,---· 'l ~ L tt • gt + L ~i • --- - - ·--···· ···--- -- -··· --- - . ... - ,.. ·. . . ··- ·- . . 
~----- ---- - --
__ llow F1 = F* t F1 ; he:D.ce, if we reduce ~ f ! • g:i. to this 
ro~ -ttw··-th:LP<l--group -el term-a w-ili-· no-t ·appear •.. Stnee-~.~-,;;,;;.;~:-~"'=-.-.===~=~=-~ 
7hia1o~:s~q~,,.t.~~:~~~·~~~-~~~=-~=~~~s_:~.:1:~'~- .. -=_~_;_;:.::-·-.~-·.·._-· .. -·_:.·.·.-.: .• . :_~_·.~-~-_··.!.·s_.:-····.·.::I·:_.!:_.,_~ . . 
. _. -,:c:,-,-.=.c:~--~~~·. •·-~·~!·~~~~;--!~~:~;--~~-==~t~-,~:~~-;~--~liEi __ ~g_9D:(l~--sWJf~e;;~ nence, -,-.~,·- .. -, 
~--"-- ···* 
_lnr ~· ,- + ~. 
--,,.-. _r~--~-~-1-:~-±~J• .. iq. c~11 _!!~~?.!'e ... stf?.~--~"':i ____ u~==-~~-: e.-~~,,A3 ~ro1rt~ 
-F •--0 F" ·· a191±e .. .., -. Harute_:.:-1her_e i~ _1! __ ml.J'.!!!?al subspa-ee- -
-- -- -- ---·- -·-- - ------------ -
. -----
---·-· ·--. ~ --
-·- ·-· -- ----··---· ·-- ·-·-- ·-
·---~-----: .... ~----
- --- ------- - -- -- - - -- -----------·--·-·-·.-··_·-_:.:-2_~-:---::---·-· --
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-
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.------- ---:-··· 
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·-- --- -- - --•• ·-
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----- --- --- --- -----~==-------'-·~.. -·-----=--=-
-··--- .. : 
--_ -·--"· - ··-----~- . :----. :.-:·_ . --· 
-
-·- --- - --· -
·, ·1 . e -- : - ------·---------·-·-- - - ----------=--- ----
----- --- ~----·--·---.------=-. .. --.~ --=-=--- -- -=-=----==----=--- - ..,,-- ---
-·--
-·- -----
. - - ··-· ------,-----------·-----·---- ----------------- -- -- ---- -
---- ---- ----------=---------




-- ····- ·------·- --·--==== 
r·-- -··-- ·-~-_-_,. ___ '.-~ 
~-~;.-.~~,-~~~-~~. 
t~--~--. -__ , 
. ~-·-·------ing -Lemma--2 • 1,--.____we -see ___ at____:Qnce___ t may be _@~ ~------ --.--_ 
-··· ·---- ·. F(f) . and' G(f) •. 
. -
.. ----··--------
!l;e!i.ni_t.ion 2.1 ·n F ana. J•--a,re ... linear spac~ @i. __ :V' C-,,-~ 
such that every element of Fis fixed. 
Definition 2.2 A separated topologlca1- real l:ine-ar .space-
. ··-··-·--L .. --··-. 
F is a real linear space with sets u:; V, W, 
• • • , .called 
~--· .... -· .. 
-. - .. =~~·~e~i-ghber:tmtJdw~ --( 0~ -otc·· s1101r··-tnat: . ·- -- ----·-·-·-·- ·-· ---------·--·· _____ ,. _______ --------··-·-- --- ·_;--
- ·-·----· ·------· . ···---~··-·-- -------· ...•.... ---·----·· - - -- ·····-·- ,. ·- ... -· ·-·-····- - -- - .. ··-··· ···-· --···-·· ·-·-·· -· 
(1) 0 is .in every U; 
.U 
-·---~-·· ·-·~r~I-~·-gl VeJJ.-.,r;v_;-~~-'tliere-·-t-a~~~s:~~.-e~if-A~-=~~~=-~ -~c.:.-~ .. = 
aVC U; 
that __ t.E. aU_;_ . 
(6) for every finite dimeneion~l ~ubspace F' of F and 
----·--- --·· 
-
-- --- --- . -__ -_ - - -· - - --~-:-:~.----;- -- .·-
·---=--------------------
eve-q_~atu!~!_!J.eighb~~hc;>od U' in the ~ac_e F' (see 
.. -·--- -~ ~-.-· Jt.emfirk_b.l) .j• ..... :tbe.?:a. ii .. a. na~gh~...-11~ -tJ-· tn.·;jl;~-;;~tA-:%+-...... ., ___ ..,....-;._ ~.,. ~:~,~· 
····- ---~ _:_ - __ -_-__ - ---.- ---- -- - ~ - ~ - ' 
~ 
- . - ~ =--- -~Pl~:>l'~~-1!' 1!* .:t:F~~;~ a ~~nitt! a,1!1ensi®- ,:_. _-, . ~- · 
-·'· ···-·-- .. ··-- - '.. _...~---. ... • v.. ·W':- .. _ •• er-·-.,~... • - .. ' .. __ .,.,... ... . =-c-.=:-·-- -_ -
.. ., ... ~ ...... ~.- - ---------··----- ---·-- ····- --··-----·······--·· ··-· -- --------····•------·- ----·-------------------·----------------·-
-~-~_:~~---=~.:al ~~l>sp~ee,--~~there is a p~Qj~ot-ien of-:P*-in-t=o ·· · ·· · ~=-= 
--·· -- ··- ------- - -- . ___ __:.· ___ _::___ _ -=----~~r":it 
~--------~-~--~·-·---------- ·--·~--·----
F' whioh carries n_(:)p'11-'- into u•. ·-···· 
-~~--=~-~ ----- ~N';t~_ 1ih~t ~~~0;ELj_Jl1P!ies -~ .• S~l~~j_~~~~~~ :: __ -=;= ~ =-~i 
--------- --
. -· -····-· ···--. ·- -- -
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- - --- - ---- - ----~- -- -- ---==----==-· ---·- -··-- ;;-__ -- .. ··---~-
·--~-----------------
--· --·-- . ---·- --_- ----------- ,---- ---
------- ~- ~---- -----<·---
::;.-,;·,,i 
.•• •., I 





.. -----------------------------~---· -::_'.·', .. 
- - --------- ·-------·- -- -···- ---- ·- --·· --- ·-- -- ---· -·--- ·--------- ------
-- ---··-- - -- --
--- -
-----

























----~---~:~--J.~--i_f_ __ f_Jl G-1---then-c:-thare·-:-is=&~cioes--n-ot- oon'!9 -;---- --------.~~- -- ---- ii--) 
---------~ 
-









one may. prove~·--tne s~e .property and hence the sepa.ra---------------
. 
. . -·····-··· .. ----··---·.·-··--·; .. - . 
---------
___ £..::.:...... • ...'_. 
I:-"_'.:_: .J ---·····--·-------··--··--·--·---···-----·-
-- .--,---~--~2,c0d 111 
- - ------=-·"···--------'---· ---.,--- . --- :-- .. :_ -· :: 
-- -;::'j - - -- - - --
- . ----·---------.. ---- ~ ~ ,i·-.~ \j ___ Ths,.orem_ 2.4 A sepa,rat~· top9).e>,g~-~~ £~~ linea.r space 
-· -----. f~~~i -- ·- ---- -. -- _______ .:_::::.----- - --- . ------ --- ~---". -----· -- ·; ---- '-~---- ----------- ~ ,--- -~=--=----=-----=--=~-==--=-~--= __ ="" __""':": ___ =:::=-.:::::=--=---=· ~ 
--------(e-ven with (6} -repi~eed-·by·~--~eparatio11 postulate) is -
---<=tinuous in. both variables. 
-~of: --Si-nee eur d-e-f-~niti-on has all the properties . 
_ g1v,~ in On Oomplete Top0-logieal Spaee-~, -J-~- "ion ~Beumann,-.--~~c-=-:~: __ " __ ~---· 
-
-~~-ct1011.s Of. tbe . .luJ),erican ~~thematfcal Soc~ety, vol~ 
37 (1935),pp. 1-20, his proof holds without change. 
______ ... ~~~--ffie:orl!DL=2.5=---~-if----~- -and----!:-~~------~lll£8ted _--topologi oal- -re~~-~~-~~:--~==--===--
Iinear- spaces · th_en 
b7 eq!,!~-~!-~~ _(?_._lb) _of page l?~· _ --~}l.~ __ ml1~ti~i_ea~iQa _. 
f • g is continuous •. The topology in P • G de~ends Qn-
- l.j-on the tep,e~ogtee/ in 1P and G,·-mrt on the neiglioor-
hood systems employed. 
) 
-- -·- ------- --- --- - . -· 
----·------- . -
-------~------~- -Proof: F • G is a linear ilpac-e, by !theorem 2 .1. 
--~··· 
--~•. --- - - - --- - ·--
·-- -- - -
----~---
---- ----
.. -• . 




N!!i•J{l_: .. enoo.~e u1 ill}~QJJcL ~~. Vl~~i~.J~()V:{; ~n=_=_:.-=-·-·=--== 
N(U" ;V'') C N(U -;V-) A· lf(u• fVJ) • . --·-- i i 
- 1. i i 1 _ -······--- - - .- --::-· -~"-~- -···--:-~ -- =:_·. --· -_:__ -- .s:-::.-:·.:-:-.... ---- -·--·----- --=--"'=------=--.-:---:--·---·-_--;----:--· --:_._-. . -- --- -- __ .::.:::: .. ---• •. -:::-=- - -·--·-- ., ... ---- ---- -
-- -- ----· 
--- - ---.. : .. . - ---- .. -· .... -· 
-·--··----·---~- .. --- -- ... -·-- --- -·-
- - -






- --. . • 
- • •"-•-•-••-""•••-•• ••-T - • ----·-••-,_._-
----·---····-------.----· --··· ----------·------~------------·---
-
---------- ·-- -- --------·-··-----~- . ,·------- .------·------
--· ····-----------
-~---·-· 
-· _.::_ __ , __ . . :··_ ·---· -.- . 
----- --- --- ----,-=-~- ·-~- ·-. 
--··---·--" ---· ··- ,-.. -·-·-- ··-·. ··- --~--- .. -· --··. --···· -·-=-=--=·-=··--=-·--·-· -,_----~-·--· _-"_~---_--··--~----==-· ~____:____,-_. - . ------~----~·-·' 
t:\.~} 
• ~ -> I 
-----
./: .. :-~ ' ·-·~-----
. ",J; t ~_.:.__~~~~~~=====~=---· ·,:.-,, b.a -- .. ---- ---- ---- --- ------- ----- ---· -----·----·--· ·-------- -------···- / ....... .- .. ---------·----------'-·-"--' --------------------:--·-----·---·--------~ . .2{.).:j - -- -- -------
,f,.'·:...:,::;,' 
-- - - - --· -
~=~======-·-. 
~ .......•.... ·.~~ 
• _d~------~--~--,_- --- -=-~:-~ -------~- ~----··--------~--- ------·· ---~---c----~-cc L:<i ---- - ---··------ ···- - .... ·--·- .. ·- .. ·-·-" ;.:,,-( - -------------- - ---~-----·- --·-_ __: ____ -
-- --- : ---=----~=-~=-:··=--~-~~=--:~~~-:=-==--=- . · ---------- ------- --------·- -- -- -·-· --- ---------- ---------·---·-- ------------------- ------ --·-- --· --- ----~~::·----~ -~~-- _ --- ---·r:-1 
For (3), given _?f(u1 r'V'i1, choose u1; ,o, that aUj; C u1 U .. · · ]j 
I~ I s.1 . ( i -~ 1, 2, .~ •• ) • '?lre11----------
-·-··--:- :- --~- --=-- ------~--- _- _-_ id 
-
-
- -~ ··-~-~------_--------·- ------- µ~4 
. ., . ·." 
;fd 
· ···.···· ·~• JOP . (4), ~-&ey-if(i\ ;1fi). Choose Ul and 'V! so t~a~~- .... ~· ....... ··-~]CJ 
- _____ _. _______ - -~- -- --- --------- ----------------------~~-
~;. _ ;~_;~~:-~n1.:C~r.;;rA·~:1.--•1e~i-1i''"YV21.!.. •· . •· -- · · ·····- ·· -- - - -· . .. ---
-- -- - - --- t - . - . -·-- -. -. 
··----·-·---
Bow take any • ~ ti a gi and L f:i. • g:i. in B('U{ ;Vl)_~-· .... ······--···-
St11e;e .t1 • i1 is· in U:i • VfC u1 a'T1 , fl. 11 sfb-in -. -- ·--- ·· 
' Ui a Vi C u2 • V2' t 2 a g2 is in U2 a·V2C u3 a v3, etc., 
we see.that Lti •ngi + Ltt • gf is in_ B(Ui;V1_)• 
Fo~ (if, .tile .ally 1~ 1 t 1 , ~ ~ and any' N{Ili.;Yi ). Choose ~ 
Uf and Vf so that __ 
- -~---- -------- - --- -cut ~---u-1,-~~~~-~YtC __ ~i~-_---__ =--~=~:r ___ 1_0:--~-;;i~~~;-~ .. i.~-,.r=======-
-~----··-__ 
... 1'ake- e.1 and bi av that fi is in a:i17t and g1, is in biVf, 
and let a = ~~-"-( _ta1i_, t~11 f~ .Then · · .. -.... · 
---a~Uf:: &(~) Ute aui, __ _ 
··-·······---~·-- b 
.. -1 C b1Vf = a(~) Vf __ av 1 , 
.. . ··- ··- - - - ~-: ... ~ ~ -- ---··--- . __ ·-· 
·------.-
--------·- . -
.·. ~== -·. :cc==c=';,.-::~:.:::- .:: ::: ..:::j!];~~~-, fh1 ) f . • .!·.-1,: P{Ji;jf f: -. ··- ,. ~ c c .~c---.  ~,-,~,-+"==~-,~------- .. ~-
- . - - -- - ~=-- - T" ~- ·- -- ~-- - -~- - - ~-----------------
- ::.~ .. · ___ ____ .. - ·- ----·----
--
----- ----
- ___ ._..: ___ ~-- ····- ------
- ·--· .. --· 
,.. . ... ······ ·----- -
-.. 
--------- .----
----· ----------- ---------------· -----· 








-- ____ -:._ -~-------_______ ·· . .._-=-__ :.__ .... -·--·-- ... -·---- -- . -·----· ·---- ----- - -----------~ ------
-- -·.· : 
-------- ---------- --
---- --- - ------- -- - --- --------
-------------~~;; 
- .-c-"C""""-::----- -- "---:":----------,-.- '_-
- -----=------=-=---=-----=--=-~--------= ---- --------- -=~c-'-=-----···--· - - ----- ( .. -.. ~'.'. + ... -
/'··t. 
·--'---------. -·.~-· ....=·-=-=--=-···.:::.:...--· .:__-_:::··-=-··-·=·· · -=--=-=-:.;.:;,·-;;;;;;;·~--;::,,:~-~~-~--~L~d . --·--- -----~- -- . - ----~---;;..--=-- - -
- -=~-~-~~==-- .. - - - ~·,,:: : 
-- . --·,:· -· , . 
. . . -- . - --
----~----- -=-· - -- - ~---
---------·-------·--·-·-··--· ....... • . ...= .. CCC.... C .• C ..... C. -~-=c=-.- ::· ·= --~ 
---· .. 
---------- ~ - -------------
---····-----. _________________ ,, __ ----- ---- -- ····------·- .. ··-·----- -·--
-- ------------ -- - -- ~ -
---------- ------ --- _---.,... 





·-·-• -.,-•-- ... --·· •• - I - -~ --·Lei"· Yi, ;--~-~-,T~---and ___ g1 ,~ ~ ~ ~~ -be ~~@es- -for F' -and G i .reap- -·· ;;:<J 
. . 
__ .rs;] ectively. Set h . = t • -g • Then the h . forlll a base . ---------·--- .. -- ---- {:'--J --.. -... --. - --- --··-·'....-··------·· il-. --~---·····----~~-:f----·--===:~-:.~=====-···-~=-~-~------.__--~===-~=--·----------------· -· -':'::£ Take a tixed projection of H" into 
--------~---
- n -1t',·we-may choose 
-· -·· -- - --- ---------- ---- -- . -- --
---~----
---~---------=·::=:::··--·---·-- ~ 
.. --- --- --- . ---· ------.--- - . 
-





- ----.. &ab.set of N' •-- . Since any pro j-e-e-ti-&n et -a -subspa-ce·, say H•, · · 
_ into r- cfombines with the -above projection to give a pro-
je-etio-n o-f H* into H-1--, it 1:a- autf1c1ent ~-to -pr·ove { 6} with 
-. - -- -· H"- and ff" instead of H' and I'. C~oose e >O so that ·an7 
L aijhij with each laijl~E. is in ·B". Let A and B be 
t-11e sets of -elements L a-c·t· and --~--t gi -±n· ,+-~if-- -• _ . _ . 1 1__ _ . --- 1 . 
. 
with Ja.1 f .s. i E. , ~~ -Oho~s-e ~ __ _in__]! __ b7____(_6_)____1UL- that 
.~-----==~---"~--. 
_____ ::---==~~~ ani-ui (') F* ean be projected into-A'- and cho_ose V1 in G . - ---- ----- - - ------- ------ - - - - - - - ··-- ·-·· ---·---- - -- -- - ---··----- --- - -- - -·- -- - -
- -- -- ------ - - - --- - ---·---- ~ -
··--···· ·-· -------·----~~ t~_a't . uy V-iJ} __ ~-~- --~-~- b_~.:~P~~r!~~ t-~a ~i~ ~-Q. _ :S:_ _ _Ch()O se ---~-~= .... 
. 
. u2 , u3 , ••• so that·---2lf"'1-"c:---JJ1 _1·, and set V 2 = v3--.-..• -= 
.v1 • :~etB ~ B(U1 ;v1 ). Now: ... take.an..yH-'t .. :)BJt. Ohoose 
a baSe hl.' • ~ • ,ht in H*, and set F* = L F(ht) , ~d ··· ···· ·· · 
. _G~- ::: .. ~. Gc(ht!..o~ -Ohoose F03~ffl 1:tf P* into~+-Uli ¥ • 
..... -··-----------·-·-- -into G 1 80 ul n Jit e;oes into A an~ vl () G* goes into B. 




- --- -------------···---· --
--- ..• ··-----·-··--- ---- .. ··-·-----·---------··----·----~-- ... 
------------------~· ----.-·.·. ____ -_·-~=:·.-=------ - ·. __ -·· 
- - ·---------------------····-··-----'··-·---- ····--------·-·--- ----· -- ------ - -- ··-






---- -- -- - ----
-- -- -- ···-··--------=- - ---~--·--------------------· 
- - -
- ·- - --- -
----· , ";•• -·- ,. ~ )T--
...... ------- ----------· 




---,_--~ :_~---·. ·-· ·. -__-_:_:: ___ _ 
-- -------~ ~ ---
·-------------·-· . 
. , 
- -- - - -- ------ ------- . 
. . .;. 
--____ ,--, _.::_ __ ---__ :__:_~- -------------- -~~-
. - -· -·-----· 
__.:..:.::.:.,:.__ 
:-~~ ·, 




-22~ : ---- -- -.~ --
.:,-,,·· -.·..: ==~~3~=~~1~~~~ 
-~:~rJ: 
_ _ ___ .iementa ne,ed- he !~- ~--rl ~-·-!: __ ~~~~~!~~----~~~~~11-~-~-B~~_{-----:=-~~~~~---cS~· ~t~ -----------·-
·-·----··· -~---------------· ~----~-------
. --···--------------·-··· -






,.,.,,,, Then f = t--•,· .g, f ~n u1 , ·gin v1 • Since f is in H•, 
' 
i'(f) C P*. But ~lso P(t)C F(t); hence F(f) C P* (1 F(t). 
·- --lv ,.., ~ Since" t # O, P(t) contains elements not equal to ze-ro, 
' 
----· -· ---- ----~-- . 
-wh.1ch apl~-e-s -that t ~~- 1~--~~ ----srmiafly ___ g :1.-s in lt*~~. ---· - --· 
Let , ...• , ... ,.., .......... , ... . 
. 4--a- t &ifi' g a•f 1)~~• - - C - -= i-=l . . . j=l--•--o- .. - . --• ·--
----- -- -----------___ ____._ __ .. -----~. ---------- ----------------:---------=--~=-~-=-=-···- .. ·- ·-.. -···-· .--·----- -------------------...1.....------- ---------· - ----- -------
-
-- . ti. 
• 
--- - ~----~h.f1!J. .s!~-q~ .t R~<ffec-t11·~-1nt.o A· anctg 1nu--•,--r-~.-~.-~------·------"--';:__ 
' 
-3=ects · -into~ -· 





-- -- ,;, __ . -
.. -----·- -····- ·-
• 
-----~-1 so tllat the statement holds fo;_. (!1 •__!i)() II-*• _ ~!IX>" · - - ··- - . fI:l 
~-.:· .......... ;1-.... ~ ~~:-=-_ ~k··~ .. ~-~..:i1c~~ ·~··~ ~~~- .. ~-=;:~.·-: ~---~-~L 
tha.t r • ~ ie in H* ~ .,j.- ~~J+, ~~~t~ .. ~~~Cu~--~~~-·-~--~~~-~~;-:··--=---,_. ~~t.!f.~_=;s ~~-------------- J-il!fttYF"" .. " -~~ -- -;;:,- -~ --_ "''·:.:. ,.,. 
. . ~------· ·-";-'1~_v-t .. i ao:tn-1: 2_tti.~Yi~-~n tu;; • Iit-1>nH~-~aiid~' - - • ---·~-J 
hence projects 1nto L a13hi_3·w1t11·ra~;115..~l~_~. R~iice·~~-=---
th@ ~~~J!ired i_n§_g,u~it_y g~_ f;. •-:-8 hol-d.~-. ~ino-e--+-_~:=:con~-:~=-~=--~, =-~~~~--==- =-· 4 -_•• :-: .. ---------- ---- -- ' - •-• •- ,._ •---•--~--~C----~:=:..,___ .. ___ - .::, ... ~.--. ... -·-··--··--•••-.--~•-••••-•·•·•~--~--~-·---------,L---,-----~-:--::r-·,i 
-~ . 
-
-- --- ------------- ----:--------·~---·- . - ----
--
-~---, 
___ , ________ ·· ...... ·--=-=-:-------
_________ L_ __ -·-. - - - -
-,• ____ ..,-:---- ... , --
-- -- ---- --- ~------ - - - ---- ---- .,_ - - -- - -
·--------
- - - - - - --- - :---=--=- - -~-· -~ ---- ::...:;;;;..-~~-:.:=-~;._c--:;=::..._-==-·- =---~ --= : -~-~~~-==-~---=-~~~~-_:__:-~·_:: _____ -: ___ . ~- _;-~--=--~- -:_·.:.. ~:_--~-=~-====--==-~=--:---=---·- _--_ - .... -
- --------
- -- --.---·-- ·::·------------------- ·"-·-------=-· .c ·- ~-------'=cc-.C-~"----- ·-
--· ·-· ·-· ---:-
··-·--~.~---~ ... :~,,,,, ...... ~ ... _.~---:·--~~~-:~=~=~~~~==··--~~~. -· ~.:- --~ .. -.... .:...:~-==---~,-C-----· - --!~- i .-.--: - - --···-'" -·-:;;; 
.--~~---- -'-
_____..e.-----
--- -· - --·-
•. 
- ~--- -----·--. --------.. 
----· __ _::..:.---tinuous 
------
. 
:__-_- ----------- - ---- -·-· ...... - ---
-----·-----.:_continuous . in·· t-t--~t·--r---:;:-~o,-··ana ·r~ a---g·•- ·-1-s- continuous.·-· 
~-~tna .. "F-1f~·· •-· mm s·• _ _!tt:~V---=--li1D1lt -s;•_ -·~~- cf~-----Fof~. the first case, -----
N{U1 ;v1), 
v so that ay C .v1 • 
given N - pick 
Then 
--~-- • _V C al.1'1 • V = 
a so that t 
• av C. ·11: --•-YrG--B-•. -. · 
the second case is aimilar aa4 · the-third-·is clear since ----~-....:..·--·=-------·-
--·-··--------··-· -.----
---~~----o:~~!~: __ :~~-=-~£,fy;> __ , .. choose ... u-1_E:: .. u:1--ana· Y~~!-1~1~~h2··,~: .. :;·lT----. 
then. i(li'1 ;V1 )C_ N(tJ1 ;v1 ). Similarl.y·_find_ an I in I. 
















· -=--~~'" . ~~ ~ ..-·- •--f'"~;. 
''\ ____________ : ... 
----,--
···--·-----· -- .-----~-·--· 
•. ,,,,.-
__ , ... ---------------- ___ ,, ...... 
'11 •.• ... ~.. ."!it. .... ·'"""'- """· --.. .... 
........... _.---:_:::-.:.:..:::-=--··----:····--·-






.. _______ .. ____________ . _______ ... _ . - ______ ,, ________ . 
·-·-··-·-···---- ·--·----------=-'- - ·-- ------- ---·--·- ---··--·---~-·-
-·-
--------




----=------:- .... ··-- ~--·-·-.-~:-·-,--- __ ·-··--·------------=----=~---_··_'---=-~-~~-~~.---------
·------------· 
-------------------· 
·--- ---- -- --~------------:---·-.-:· - -
..... •--·· -----~---· ... ·. _____ !,.,·.----------· 





... -.. - .. -~· --- .. 
-- -~ _-::-· __ __ ·_ ---··. _:=----··-·--------- -.:.:..:::.==..:---··-




._-_____ ------ ---·· 
---·-
., .. -------- ,-,-.-- __ ,_ ·-·- ___ --_-, __ -_ =_._._.-_ -~----- ~~---~------"----.-,--~-:-_---c·_.- -. c·-_-c - - _-_ - - - ~-_---' _________ ---J~~ -···-- .--" _______ ._;._.;... ______ _ 
' . ' 
( .. 
. I -2~-: -. :_,::...:..: - --- - -- - - - ------------~~---~ -_ ;c:.-_,----~·-~~- - --- -~~----- ·····-- ·-· ·- . --=-=.·'·- . - --· .. a ••• -·---···--;-- -
. :::<~:.::if 
____ __:_ _____ -_ .-.--------==~-~--_-_ -~_,_'._-~_2:_1,1_]_. 
-----· --· 
-------· ---- - -
,. Au:a-.nn,ER- ----z- ---- - - -·~-~-~ -- ---~-==~---· --·----=~-=-- ------- __ _:;~-~~--_-_:_·~-=-__ ._-, _  ._-._::~_:,..._; __ ~-.:-.- - --- - . v.n..a.,;. . J . . -- - - -- ---~ ·---- --- ;c
- -··- - --- -· 
. -- -- - -- --
-----·-- --
----·----- _____ ----:_-::-~....:__-_-·:..._----~---=-- ----- ---------·,. ·--~ ,----· 
eROSSN0Rf4S 
,. 





their reepeQ~~Y~ conjugate s __ pac.es_. .The Eiet.-:ot__ __ expre~ 
'~ o;-~11e-£-ornr-!:1~~: fwhe~=pl ;:~~=;~~;~;~=-:i:=n-Iii*-~~::-~~,=~ '"~· 
{?0.-J.. 
- -- - --- - ----- --- -- -:~· ::::~~:... 
and G1 , •• !,Gn_are in ~2*) we denote by L1* • L2*. Clear-
l.y-~L *--• I,~* ±s---a---Hnear space. l -2- - ··---
--- ---- ··--· y ·--- •• 
Fo~. fl'.~-~ ~t11 iJ?. L1, · ~l~! __ ._ll. •~--~ _:l:tz_~d __ .;, _ 1-ll __ . _____ _ 
L1 *,- . ·~ f 1 • gi Dia,, .'btl" i~te;~;e:t~~ as ~e op~rato.r 
.:t-Fl~1>-lh fr~ -Li~· uitO ~.~·--- ----_ -
_:_7~ Iiemma 3~1 • f,e] -P_a-rn Lj_*~ ~hell"i!i~;=~~gi;lhl -• k;F.·.·-······ 
n m .. 
~~1¥8 1.~:[l~4}~:: li!t~f}irjL··-. -~- -=---~-------------
-- ______ Bro of: · Let--b f 1 · • g1 · be given and· form the iraaarorma-
- A i=l . - · n _ 
non !I!( L--fi • gi) • ~F(fi)gi. Since_F 1~ in L1* the 
i=l - . ' i=l - ------- -- ----- --· 
~valueH-~-Dt:-~~rem.ai-nthe--same --to~ any express!c:>iu:1 relat:e:a ----------
by-"' in Rules (i) - (iv)-. So .. a fini.. te number of applj- . 
------- -- --------- .. -- -------- ·-----·----.--~-.----------~----- ~ - - - - - - - -
________ ------ -- ---- -~---- - ____ -:-·--·---·--·-·---
--Pro~- -IDbe--~~of- ~s=~:~i111tlar___:_to __ :tilat=-o£~1iemma.-~.~--1t. 
-- -- -··- ---··--·-·· ... -- ···--- ---- __ - __ _-_______ --- - c_- -· - ----·· • ---·--· ---------,_-,-_-_--------------·-··------------=~ 
-- -~------~-----~--- ----. 
···-- .. ··-·' .::. ..... --::- -
-~-- - . --
·····-·. - ~-~iftit~~_cJ;-~ ~i.et~~ F~-~ l!1 · ~ jl. member O~!t • cf.i* 
-- . - -- ----=-- . -'- -
---~-----~-,---- --=-~= ~~~~~ --- ------ -- - --- -- ---- --- ---- -· . -
--------------:_----=-~-~--~~-~=---;;- ---~-~-- --=- ___ :- .. -- -
-,----- -•··~- ------·····- -- - -~ v·•·•--------" ·..:.:·-·.---- -- ·-----~.·---:-:..~----.,_....-,r•.a.·---=•···•-_:..__:_:::;.-:;,·.:...~--,---=-~~~:......:..---• 
·---- . --=-------
- ·---_ --- - ------
- - .. - -· .. _______ .,_..,----~----
- - ---------
.. -· - ·-· .... ---=· =-====c 
-
- -·-------- ... ..._._ -
--- ---- _- --~. --"--- ----' -=--···· ---------·-·····- - ·---· 
-~ 
---___ -_ --·····':'. ... --- ·-- -=----------c-=-_____ -_________ -______ .. _______ _ 
------- -:-· ___ . - ... - - -,, ---=--·· -~~-=---- ~--, ----
--- ------
. - :~--- - -- --- _----- ..:~~-
,.· .•. · c·.··•-·• 
-_:_·;_--- -:·:,-.- --- . 
. - ·--~- ~:..._..,_ __ --- - .. -___ - __ - . : · .. - ... _:_ -. - - - .. ·- -- --- . -·-- ... - . . - ------ --- --. --- -, 
~====::,~~~:::::::::====:::::::====-=·--=1· ~~~~~~~--'····_· .. ~ =-~ =- - ·- __ ------- -- --------'- ~- ·-~ -·----- ---- ___ ·---------~ --- - --- -------=--
--·---------·- -----· ·--- ---~---
. --- - --- -------- -------~- -· --=--=--....::._. - .· . - - '/!'J -
.. _ ··--·-·-· - -




. ~ :~~~~~~f;t -~1 a Diemhe~ ~ t 1~:ll ~· !hen tA~ "iDnez ....~---,-,:-:--------~-· ~·.~··~; 
--_-______ - pr~~uct"~ ·.~ Fi 11 G1J'f t~ ~ gi/ia the number -=-~.-.. --------------~----_-----~:-{~ 
- --~---=,-· f. fcF11t 3JGi (g*3 )~-~==-_:~--======-=-==:==:==: ==· _==c= ___= __ =:===~=~=====a~~-----~---:~~---=--=----==Bii 
~/~d::: 
':'===========~=========~===--=--===-=· =~~-~---.c.==. =""---~--~--.:.-=~=· =···=·:··-·=·· =-=--· ~-*I, 
- ~cc-.c=~~-ccfiemma" ;-.-;--- --Ttte_ .. inne.r __ proatie-t -=ts- ~nva.Hant- under _-_;Efquiva----- -. . c~-~;::·-
--------------- n . 
- - - - ---.!,.,·.· 
-·-······-··-··--·-......... -... ··-- ________ __;_ 
~····· :~ce; t_hat rs, 3;::l -~ -~ -cc!,., r--i -~-. a' - -~---
ii Hi a K1 imply . 
- -------- _: ____ -- ·- ----· ----..--
---- ---·-- -------
;-
- ----- - ---
cc: ==t!? r. • ~-iH ~rj-• e;jr ;-ctiH~ • ~}(k-;~;·k;-)~.--~-··· ~~-----------
·-Proof: 
i!' . • since ~11!'j_ m G1 :::::-1~H1 • K1 we ha.Ye by"Lentmii ~~:~ ·-_---···-_·--·· __ 
----- --- ~--------
--, T LF d a od·Jc Li .. • e .. > "' ( LH .. ~~T{J c Lf:1 .. a='-1_._-,_~_~_--_:-=-.... ~!- ~-
- - -- ------a----~-- --·- -~---- -- 1--~ -~ · _ t- ~ =x j :a:: • _____ -_-_ ____ -
--- - ! 
,. 
· - --The ,Jroors-or the following two -1e-mm·-a.E1 are .anal~ 
' 
agoue to the proof of the preceding lemma. 
. ... ---- ----- ------ ---------. _____ _. _____ --·· ---· -----. -
- - -----~----==-·--:.._-::_-:::..:.._· _______ ~c--- ------------~-~~- ";:. 
Lemma ,3.4 Let A be an· additive transformation from L1 
~---
- ___ -: .. :.7 .. -·----·····-· 
.~ •.• :..-:_· -:::.;=:_· 
- ---·-·----~--~----
-- ---- - --
·---··=-==~- ·--~-=---·-----···--------~-~--,.---- .-.---- -- -~--- -----···---~----...:. - . ·-·-- -~ 
...... :~ ~~-~-•.~=:--~ ·~·. $l~;j~~ Le_ 4· .BJij --~nt. ~·~.· :~ .~-~i~;~~~-c; = ·=~~~~;:;.c;; 
.. ---------- - . ....-.:, 



















.. --. ---.;;25~- ----------· 




- p· ---:.._. __ _ . --···--·-··-··-···---·------ .. 
• 
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